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Estimation a posterior: de type résidu pour une méthode multi-échelles
appliquée au probleme de diffusion.
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Résumé: Nous introduisons la méthode des éléments finis multi-échelles pour le probleme de diffusion
(voir [2]) et nous proposons de donner les estimations a postriori en vue d’une adaptation de maillage.
Nous distinguons dans ces estimations deux sources d’erreur: 'un lié au maillage grossier et I'autre relatif
aux maillages fins utilisés pour construire les fonctions de base multi-échelles sur chaque cellule du mail-
lage grossier. Ces indicateurs d’erreur nous permettent d’effectuer une adaptation des deux maillages
(grossier et fin) pour obtenir une approximation plus précise au moindre cott. La méthode des élément
finis multi-échelles (MSFEM) a été introduite dans un premier temps par T.Hou et X.H Wu (voir [3]
et [4]) pour étudier les problemes elliptiques a coefficients fortement oscillants des matériaux composites
ou des milieux poreux. L’idée principale de MSFEM provient d’un travail de Babuska et Osborn (voir
[1]). Son objectif est de capturer la structure multi-échelles de la solution via des fonctions de base lo-
cales. Ces derniéres contiennent I'information essentielle des petites échelles, MSFEM permet de recouvrir
I'information locale en s’adaptant aux caractéristiques spéciales des échelles, ce qui fait d’elle un outil
puissant.

Soit © un ouvert borné de R? et considérons le probleme de diffusion associé & lopérateur Lv :=
—div (vVv):
{ Trouver v € V, (1)
a(u,v) =R(v), Vv eV

ot V = 1)(€), a(u,v) = [

vVu - Vudz, R(v) = / fvdx ¥ u,v €V, f € L2(Q) et v € L®(Q) vérifiant:
Q Q

Ve e Q, v(x) > vmin > 0.

Notons par [|-[|,, o la norme énergie définie par

lol2q = /QV]Vu|2d:U.

La forme bilinéaire a(-,-) étant continue et V-elliptique et la forme linéaire L étant continue pour cette
norme, l'existence et 'unicité de la solution de (1) sont assurées par le théoreme de Lax-Milgram.
Soit Ty une triangulation réguliere de €2 en triangles ou rectangles K:

o= |J K

KeTy

Notons H le diametre de ’élément K, H = maxyx Hy, Ny 'ensemble des noeuds intérieurs de Ty, £
I’ensemble des arétes des éléments K € Ty, P1(E) I'espace des fonctions polynomiales de degrés < 1 sur
Eecéy.

La méthode d’approximation proposée est basée sur deux ingrédients principaux: la construction des
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fonctions de base multi-échelles ((®%;)1<p7,) et une formulation variationnelle couplant ces fonctions et
fournissant une approximation précise de la solution. Les fonctions de base multi-échelles sont congues
pour saisir les caractéristiques multi-échelle de la solution et contiennent des informations sur les petites
échelles. Elles sont construites & partir de celles des éléments finis standards (v, i = 1,..., Ny) dans
un maillage grossier Tz de telle maniere qu’elles aient le méme support et coincident avec elles sur la
frontiere de chaque élément de ce support et vérifient I’équation L®y = 0 sur chaque maille grossiere.
L’approximation de ces fonctions (((I)i*{yh)lé Ny ) est faite dans P! en considérant un maillage fin 7, (K)
dans chaque K € Tp. La solution globale est maintenant cherchée dans ’espace engendré par ces fonc-
tions de base. Des estimations a priori de ’erreur d’approximation pour ce type de résolution sont traitées
dans [2].

Nous introduisons ’espace multi-échelles continue et I'’espaces multi-échelles discret:

Vg = Vect{q)i , 1= 1,...,NH} et VI, = Vect{@hh, 1= 1,...,NH}. Dans le but de développer des
estimateurs a posteriori de type résidu, nous introduisons des opérateurs d’interpolations de type clément,
vérifiant les bonnes estimations. Les opérateurs utilisés ici sont définis par

Ny 1 Ny 1
Ag(v) = </ vdac) dt et A (v) = </ vdw) P!
Z wi ) H #(v) Z wi ) H,h
=1 z =1 z

ot Ny est le nombre de fonctions de base multi-échelles, et w; est le support la iéme fonction de base
multi-échelles.

Considérons le maillage grossier 7y une premiere estimation est donnée sur lerreur commise en ap-
prochant u par ug

Théoréme 1 Soit uy € Vg est une approvimation u. Pour f € L2(Q), alors nous avons la borne
supérieure de l’erreur:

1/2
2 2
lu—ugll, = 3 D 0k +axlf - fxlix (2)
KeTy
1/2
2 2
e = 083 (e If = frclBa) + B llu— ugll i) (3)
KeTy
Une estimation de ’erreur commise en approchant u par u};I est donnée par:
Théoréme 2 Soit f € L?(Q) et uly est une approzimation de u. Nous avons
1/2 1/2
2
o=l = | X Fraxlf—relde) + | D I
v KeTw Een
1/2 1/2 1/2
IR R DR A DU
KeTy Eely Eefy

ot I]If est lindicateur i€ a la donnée f du probléeme, Ig est l'indicateur sur les arétes du cellule grossier
K, I est lindicateur sur les triangles du maillage fin qui sont a l'intérieur du triangle grossier K et qui
ne touchent pas le bord de ce triangle, IgT est le résidu sur les triangles du maillage fin qui touchent les
arétes du triangle grossier K et Ife est Uindicateur sur les arétes du maillage fin qui touchent le bord du
triangle grossier K.
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Nous montrons que les estimateurs de I'erreur a posteriori permettront de détecter les endroits dont la
solution MsFEM est moins bien calculée. Ces estimateurs montrent que l'erreur est relativement grande
sur les arétes du maillage grossier. Ceci est dii aux conditions limites imposées pour calculer les fonctions
de base multi-échelles. Les adaptations des maillages que nous réalisons nous permettent d’avoir une
meilleure approximation de la solution et montrent que ’adaptation du maillage grossier est un outil
puissant pour avoir une équidistributivité de ’erreur.

Mots-clefs : Elements Finis, Element finis multi-échelle, estimation a postriori, indicateurs
d’erreurs
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